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Abstract 
Most  studies  on  the  dynamics  of  planar  multilink  flexible  robots  idealise  the  actuator  gearhead  shaft‐  link 
couplings  as  clamped  connections.  Traditional  clamped  actuator  gearhead  shaft‐  link  coupling  is  a  good 
approximation when  there  is  no  relative motion  at  the  connection. However,  in  those  situations where  there  is 
relative motion at the actuator gearhead shaft‐ link coupling, elastic rotational restraint connection is more accurate 
to capture the true behaviour of the system. In this paper, parametric study of natural frequencies and mode shapes 
is conducted for planar multilink lightweight manipulators with flexible actuator gearhead shaft‐ link couplings. Each 
link is considered to be connected to the actuator gearhead shaft through a rotational spring. The natural frequencies 
and  mode  shapes  of  the  links  are  investigated  for  different  values  of  rotational  spring  stiffness.  The  results 
demonstrated that the relative motions at the actuator gearhead shaft‐ link couplings have significant influence on 
the natural frequencies and mode shapes of the flexible links. 
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Nomenclature list 
General Symbols   
bi  ith link thickness   
D  Damping matrix   
di  Distance of centre of mass of link i from joint i axis   
Ei  Young modulus of link i   
(EI)i  Flexural rigidity of link i   
hti  Height of link i   
Ii  Second moment of area about the neutral axis of cross section of link i   
Jhi  Moment of inertia of hub i   
JLi  Actual moment of inertia at the distal end of link i   
Joi  Moment of inertia of link i about joint i axis   
Jp  Payload inertia   
li  Length of link i   
mhi  Hub i mass    
mi  Link i mass   
MLi  Actual mass at the distal end of link i   
mp  Payload mass   
(MD)i  Contribution of masses non‐collocated at the distal end of link i   
n  Number of flexible links   
Pi  Scale factor (i.e., normalizing constant)   
t  Time (continuous)   
Ti  Tangent  to  the  ith  link base when  the gearhead  link  connection  stiffness  ratio approaches 
infinity. 
 
xi  Distance from hub i along link i   
(Xi, Yi)  Rigid body moving frame associated to link i   
(X0, Y0)  Inertial frame   
yi(xi )  Transversal deflection of link i at abscissa xi   
Yi(xi,t)  Transversal deflection of link i at abscissa xi and time t   
yie  Transversal deflection of link i at the distal end of link i   
iey   Slope of the deflection of neutral axis at the distal end of link i with respect to the abscissa 
axis of the rigid body moving frame associated to link i 
 
Greek symbols 
 
)(ti    Absolute angular rotation of frame (Xi, Yi) 
)(tij    Time varying variable associated with the assumed mode shape  )( iij x  
of link i 
)(t    Rigid motion ( joint angle) of link i 
i    Mass per unit length of link i 
oti    Rotational spring stiffness coefficient 
 
 
 
 
 
 
1 Introduction 
Proper boundary conditions play a crucial  role on  the accuracy of  the dynamic simulations of planar  flexible  link 
robots. In recent years, there has been an increasing interest in the selection of suitable boundary conditions for flexible 
robots manipulators.  In  this  context,  a number of  researchers have engaged  in  the  comparison of  various  types of 
boundary conditions. [1] and [2] conducted experimental study to investigate both the pinned‐mass and clamped‐mass 
boundary conditions for single flexible link manipulators. The pinned‐mass boundary condition refers to a free‐rotating 
joint, while the clamped boundary conditions describes a joint rigidly connected to the actuator gearhead shaft. [1] and 
[2]  found  that  the  clamped‐mass  solutions were  in  agreement with  the measured  frequencies, while  pinned‐mass 
solutions were  less  accurate.  However,  the  calculated modal  frequencies  are  underestimated  for  the  pinned‐mass 
solution and overestimated for the clamped‐mass solution. [3] derived two distinct dynamic models for a single flexible 
slewing link. They used two distinct formulations, i.e., pseudo‐clamped and pseudo‐ pinned. In both formulations, they 
assumed that the flexible link proximal end is clamped to the hub. [4] studied the closed‐ loop behaviour of a feedback‐ 
controlled flexible arm comparing two distinct mode shape models (pinned‐ free mode shapes and clamped‐ free mode 
shapes). [5] established the dynamic model of a single flexible link attached to a rigid hub through a flexible root using 
the final element method in conjunction with the Lagrange approach. In those situations where the there is a relative 
motion at the actuator gearhead shaft‐ link or hub‐link couplings, semi‐rigid connections, which cover all the flexibility 
range [6] is a better alternative. For example, in bolted connections, the elastic strain in the bolts due to applied forces 
or  moments  causes  the  connection  to  behave  as  spring  [7].  [8]  used  a  torsional  spring  to  describe  the  joint‐link 
connections flexibilities where each link is assumed to be clamped at the base. He observed that the natural frequencies 
were slightly overestimated. In actual hinged coupling, there is always some level of friction. Moreover, actual clamped 
couplings are subjects to elastic strain due to applied harmonic forces and moments. In order to derive accurate dynamic 
models, frictions in hinged couplings and elastic strains in clamped couplings should be taken into consideration and 
modelled as springs.  
This study develops a single model that captures the full range of gearhead shaft‐  link connection flexibility from 
frictionless hinged to clamped end connections. The actuator gearhead shaft‐link couplings are modelled as pivots with 
torsional stiffness and negligible mass like in [9]. The assumed mode method is used to compute the natural frequencies 
and  the eigenfunctions  for different  torsional  stiffness coefficients of a system with  specific values of  links physical 
parameters. The assumed spatial mode shapes derivation and normalisation are adapted from [10]. 
 
2 Kinematic modelling 
Consider a two‐link flexible robot with rotational elastic restraint at each actuator gearhead‐link coupling shown in 
Fig. 1 and 2. The rigid body moving frame (Xi , Yi) is attached to the gearhead shaft. If there is no relative motion at the 
ith gearhead‐ link connection, the link is tangent to Ti at the base. 
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3 Mode shape derivation  
Flexible links are modelled as uniform Euler‐Bernoulli beams of length ݈௜ and linear density ߩ௜. The elastic rotational 
restraints at the ith actuator gearhead‐ link coupling is characterised by the rotational spring constant	ߪ௢௧௜. The governing 
differential equation for the transverse deflection of link i is expressed as 
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where the boundary conditions are 
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 phL mmmM  221  (6)
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The boundary conditions for mode shapes   iij x  of link i by expressing the deflection as follows 
      txtxy iiiii ,  (12)
 
Plugging (12) into (1) yields a spatial differential equation, which solutions are of the form 
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Applying the boundary conditions (2) through (5) yields the frequency equation [10] 
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4. Mode shape normalization 
The orthogonality conditions can be obtained by solving the governing differential equations (1) using (12) and (13) 
in conjunction with the boundary conditions. The resulting three equivalent orthogonality conditions are written as 
follows [10] 
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When the first derivative of the mode shape function at the link i base is zero (i.e.  0|)( 0ix
i
iij
dx
xd ), equations (17) and 
(18) reduce to the orthogonality conditions obtained in [12]. 
 
5 NUMERICAL ANALYSIS 
The numerical analysis is conducted using different torsional stiffness coefficients along with the specific physical 
parameters summarized in Table 1. 
 
Table 1 Plant physical parameters. 
Symbol  Parameter  Value  Unit 
d   Specific weight 2666 kg/ m3 
1m   Link 1 mass 0.165 kg 
2m   Link 2 mass 0.161 kg 
3m   Solid 3 mass 0.298 kg 
2hm   Hub 2 mass 0.347 kg 
pm   Payload mass 0.113 kg 
1l   Link 1 length 0.589 m 
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2l   Link 2 length 0.575 m 
b = b1 = b2  Link thickness 0.035 m 
21 ttt hhh    Link height 0.003 m 
E  Modulus of elasticity 69 GPa 
01J   Link 1 moment of inertia  0.0191 kgm2 
02J   Link 2 moment of inertia 0.0177 kgm2 
1hJ   Hub 1 moment of inertia 0.0001486  kgm2 
2hJ   Hub 2 moment of inertia 0.00041  kgm2 
3J   Solid 3 moment of inertia 0.00007374  kgm2 
21 )()()( EIEIEI    Flexural rigidity 5.434 Nm2 
11 mP  Normalizing scale factor for link 1 0.165 kg 
22 mP  Normalizing scale factor for link 2 0.161 kg 
 
 
Fig. 3 through 7 depicts the variation of natural frequencies for different values of the rotational stiffness coefficient.
 
Fig. 3. First natural frequency for link 1 vs Spring rotational stiffness 
 
Fig. 4. Second natural frequency for link 1 vs Spring rotational stiffness
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Fig. 5. First natural frequency for link 2 vs Spring rotational stiffness 
 
 
Fig. 6. Second natural frequency for link 2 vs Spring rotational stiffness 
The results shown in Fig. 3 through 6 reveal that the full range of natural frequencies from hinged solution to clamped 
solution are covered as the spring rotational stiffness varies from zero to infinite.Fig.3 and 4 reveal that the first natural 
frequency for the hinged solution is zero, which represents a rigid‐body mode. Fig. 3 through 6 show that the highest 
natural  frequencies  are  reached  for  the  clamped mass  end  solution.  Therefore,  modelling  the  gearhead  shaft‐link 
connections having moderated spring rotational stiffness coefficients as traditional clamped end yields overestimated 
natural frequencies while traditional hinged end yields underestimated natural frequencies. It is clear that for two‐link 
flexible manipulator with the physical parameters summarized in Table 1, when the spring rotational stiffness is greater 
than 104, the natural frequencies are within 5% of the clamped solution and when the spring rotational stiffness is less 
than 10‐1, the natural frequencies are within 5% of the hinged solution.  
The mode shapes for some specific rotational stiffness coefficients are shown in Figures 7 through 14. 
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Fig. 7. Mode shapes  )( 111 x for hinged and semi‐rigid solutions 
 
Fig. 8. Mode shapes  )( 112 x for hinged and semi‐rigid solutions 
 
 
Fig. 9. Mode shapes  )( 221 x for hinged and semi‐rigid solutions 
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Fig. 10. Mode shapes  )( 222 x for hinged and semi‐rigid solutions 
 
Fig. 11. Mode shapes  )( 111 x for clamped and semi‐rigid solutions 
 
Fig. 12. Mode shapes  )( 112 x for clamped and semi‐rigid solutions 
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Fig. 13. Mode shapes  )( 221 x for clamped and semi‐rigid solutions 
 
Fig. 14. Mode shapes  )( 222 x  for clamped and semi‐rigid solutions 
 
Fig. 7 and 9 reveal that as the rotational stiffness coefficient approaches zero, the mode shape relative to the first 
natural frequencies are straight lines representing the rigid‐ body rotation termed flapping motion [12] of the traditional 
frictionless  hinged‐mass  solution.  As  the  rotational  stiffness  increases,  the  slope  of  the  mode  shape  at  the  base 
decreases. The results shown in Fig. 11 through 14 reveal that as the rotational stiffness coefficient approaches infinite, 
the link slope at the base approaches zero, which represents the traditional clamped‐mass solution. 
 
6. Conclusion 
The natural  frequencies and mode shapes of planar multilink  flexible  robot are  investigated  for various  torsional 
stiffness coefficients using a single set of boundary conditions. The study shows that the traditional frictionless hinged 
mass solution is achieved when the rotational stiffness coefficient tends to zero while the traditional clamped mass 
solution  is  achieved when  the  rotational  stiffness  coefficient  tends  to  infinite.  It  is  established  that modelling  the 
actuator gearhead shaft‐link connection with moderate rotational stiffness coefficient as a clamped mass end might 
result  in  the  overestimation  of  the  system  natural  frequencies  while  the  traditional  hinged  solution  results  in 
underestimated natural frequencies. The mode shapes are substantially influenced by the actuator gearhead shaft‐link 
rotational  stiffness  coefficient.  The  model  proposed  in  this  study  is  a  remedy  of  both  underestimation  and 
overestimation of the natural frequencies due to the use of inappropriate boundary conditions at the gearhead shaft‐
link connections. 
21
22
@SACAM 2018 
11 
 
The future work will be devoted to developing the dynamic model for two‐link flexible robot with elastic rotational 
restraints. 
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